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Brüche. 
Erste Art von Näherungskurven. = 
Abänderung der Na R 


Die Funktionen . Be 

2 (0,11 49n49)} 0, A IR . a 
Die Funktionen <,(t); 7,(®). = 2 
Die Funktionen 2 (t); Fo. 


Einleitung. 


Es seien 
EZ UNE Yy—et Mt Zte) 
zwei eindeutige, stetige Funktionen des nämlichen reellen 
Parameters f, welcher dem Intervalle /ı bis fz th und k 
inbegriffen — angehört. Interpretirt man die Parameter- 
werte ?t als Koordinaten von Punkten einer Strecke, die 
zugehörigen Funktionswerte x und y in einem ebenen, 
rechtwinkligen Koordinatensystem als Koordinaten von 
Punkten einer Ebene, so -ordnen die beiden Funktionen 
jedem Punkte P der Strecke einen Punkt P’ der Ebene zu. 
Die Gesamtheit aller Punkte P’ nennt man eine stetige 
Kurve; sie ist somit der Ort eines Punktes. P’, 


dessen Koordinaten (x, y) stetige Funktionen einer 


reellen Veränderlichen ? sind. 
Die geometrischen Bilder dieser Kurven sind natür- 


lieh von sehr verschiedener Gestalt und sie stimmen in 
vielen Fällen nicht mit dem überein, was man sich 


gewöhnlich unter einer stetigen Kurve vorstellt. G. Peano 


zeigte in den Math. Annalen Bd. 36, dass es stetige 


Kurven gibt, die ein ebenes Flächenstück vollständig 


_ ausfüllen. Im Anschluss an diese Abhandlung hat 
-D. Hilbert in den Math. Annalen Bd. 38 eine Arbeit 
veröffentlicht, worin er zeigt, wie man sich die stetige 
_ Abbildung einer Linie auf ein zusammenhängendes Flächen- 
ZBtuck — speziell auf ein Quadrat — leicht geometrisch 


nern 'math. en (1900), Da sieh E. H ee. | 


a DR a Bon Peanos. Mit ne er 


einer Srcke auf ein ra 
- Untersuchungen, die weder von. 
behandelt wurde. 


° Il. Geometrische Veranschaulichung der 
stetigen Abbildung einer Linie auf ein Guadrat. 


Wir schliessen uns eng an die Arbeiten von Hilbert 
und Moore an und wählen dementsprechend als abzu- 
bildende Linie C, die Einheitsstrecke der positiven 
x-Achse. Darüber errichten wir im 1. Quadranten ein 
Quadrat F,, auf welches die Linie C, abgebildet wer- 
den soll. 

Nun sei » eine bestimmt gewählte, positive ganze 
Zahl, grösser als 1. Die Strecke C, teilen wir in »? Inter- 


valle J von der Länge 0” undzugleich dasQuadrat 
F, in »° Teilquadrate F von der Seitenlänge - a 
(siehe Figuren 1, 2,3 füro —=2). Jedes Intervall J und 
jedes Quadrat F' teilen wir wieder in »’ Intervalle J, 
resp. in »’ Teilquadrate F,; u.s. w. Nach n:mal voll- 
zogener Teilung erhalten wir »" Intervalle J, von der 
Länge » ” und ebensoviele Teilquadrate F, von der 
‚Seitenlänge o". Zwei Intervalle J, mit gemeinsamem 
Begrenzungspunkt mögen Nachbarintervalle, zwei 
Teilquadrate mit gemeinsamer Begrenzungslinie Nachbar- 
quadrate heissen. Wir setzen jetzt die Intervalle J, zu 
den; Klachen F,(n=1, 2,5, ..-...) in: Beziehung und 
betrachten eine derartige eindeutige Zuordnung, welche 
folgenden Bedingungen genügt: 

1. Je zwei Nachbarstrecken J, sollen zwel 
Nachbarquadrate F, und 


en 


sollen die »? Quadrate er 
 Quadrates F„ entsprechen. 


Darnach entspricht einer unbegrenzten Folge y es 
ineinander geschachtelten Intervallen I (n = 1, 2,8, 


sagen wir von n—v an, in einen der Tndpunkie Se 
BR I: ‚und a in es Fall ein Ba £ 


Folge von immer kleiner werdenden Quadraten en = 
sich schliesslich auf einen Punkt P’ zusammenziehen ; 
nennen. F den. dem Lunkte PF entsprechende 
Punkt, den Bildpunkt von P. P erscheint dab 

verschwindend kleine Strecke und P’ als unendlich. 
A — Ein Punkt der zweiten Art Me 


SS 0 
die Stetigkeit derselben nachweisen. Wir bezeichnen 
vorläufig ganz allgemein diese Funktionen mit 

= PM Y— Fil),-Wwo 0O<SISI1. 


Es seien /, und /, zwei Parameter — (OSt!<1), — welche 
der Bedingung genügen 


ee 

Die ihnen entsprechenden Punkte P, und P, der Strecke 
Co. liegen somit im nämlichen Intervalle J, oder in zwei 
Nachbarintervallen und folglich die korrespondirenden 
Punkte P, und P, des Quadrates Fo im nämlichen Qua- 
drate F', oder in zwei Nachbarquadraten 7. Die Koordi- 
naten dieser Punkte genügen also den Bedingungen: 


lo) — Dt, ae RE 
re) — Fuy| <2 


REN E s —N 
Setzen wir —- = 0 und wählen wir n so gross, dass 2.@ 
(% 


kleiner ist als eine beliebig klein vorgeschriebene Zahl s, 
so besitzen die Funktionen P(t) und 7X) für jeden Wert? 
0<!<1) 

1. einen endlichen Wert und 

2. kann zu jeder beliebig klein vorgeschriebenen 
Zahl = die Zahl 5 so angegeben werden, dass die Difte- 
. renzen | DIL Dt,)| und | 7Xt,) — Ft,)| kleiner sind als s, 

sobald der Unterschied 


I —t,|<o0. ist. 


Dt) uud Tr) sind somit stetige Funktionen und 
definiren als solche eine stetige Kurve (, deren 
sämtliche Punkte zu den Punkten einer geraden 
Linie iu-der Beziehung stehen, dass jedem Punkt 
der Geraden ein und nur ein Punkt der Kurve 
_ entspricht. Die Kurve füllt das Quadrat vollständig aus. 


Zahl, grösser als 1, ist. Für ein ® u Be 
Peano und Moore die Funktionen bestimmt (IV); da 
sind sie für ein gerades » noch nicht ermittelt ‚worden. 
werden aus den folgenden Entwicklungen ersehen, de 
sich in diesem letztern Fall die Funktionen Pt) U c 
wesentlich komplizirter gestalten als für ein ungerades 


geraden Teilenassshl 


a. Die Reihenfolge der Quadrate F', (n— u 


ausserdem mögen ©. ben Hesende. resp. 
einander liegende Quadrate: Kolonnen resp. R 
senannt werden. DB Reihenfolge der Quadrate % 


folze der F, durch folgende Westsenunzen ge 
tr. und: 2... 22. 1siehe Bedingungen pag. A 
‚3. In der Reihenfolge der u aaa : 


sollen kolonnenweise ler Leihen ise 


BT 


_ folgen. Ob die Reihenfolge nach der erstern oder letztern 
Art zu wählen ist, hängt im allgemeinen bei jedem ein- 


zelnen Fi) ab von der Lage des unmittelbar voran- 


gehenden Quadrates , sowie von derjenigen des nach- 
folgenden Quadrates RE n=1,2,...) 


Wir können die Reihenfolge der Quadrate geometrisch 
dadurch veranschaulichen, dass wir die Mittelpunkte 
der Quadrate F,, der Reihe nach durch gerade Linien 
verbinden. Auf diese Weise entsteht für jede Zahl n ein 


spezieller Linienzug C,, der sich — nachdem man im 
ersten und letzten Quadrat eine aus den Figuren (4) und 
(5) leicht zu ersehende Veränderung getroffen hat — aus 


: nt # 1 
a Teilstücken von der Länge ——- zusammensetzt, was 
() 


für die Kurve (, die Gesamtlänge »" ergibt. (Fig 4 und 
5 veranschaulichen C, und (, für die Zahl »=4). 


b. Darstellung des Parameters durch system. Brüche. 
Wir geben, wie Peano und Moore, die Parameterwerte zweck- 
mässig in der Form systematischer Brüche — eine Ver- 
allgemeinerung der Dezimalbrüche — und wählen als 
Basis derselben die Zahl », deren geometrische Be- 
deutung wir pag. 7 kennen gelernt haben. 


Irgend ein Parameter des Intervalls O bis 1 erscheint 
dann in der Form 


oder in Uebereinstimmung mit der Schreibweise der De- 
zimälbrüche, als 


EV, a,0,..... ERRIEE 


De Zitlern:a,a,... a sind Zahlen aus der Reihe 


’r} . . [3 
0,1, 2,...., @—1l, wobei » eine gerade Zahl grösser 
‚als 1 ist. 


c. Erste Artvon Näherungskurven. Die gebrochenen 
Linienzüge (,, C;, Cs, .. . . orientiren uns über die Reihen- 
folge der Quadrate F, resp. F, u. s. w. Nach dem Vor- 
gange von Moore können wir denselben aber noch in 
anderer Hinsicht Bedeutung zukommen lassen. Wir 
denken uns nämlich die abzubildende Linie C, als einen 
unendlich dünnen, gleichmässig elastischen Faden, auf 
dem jeder einzelne Parameter von O bis 1 fixirt ist. Nun 
strecken wir die Parameterlinie gleichmässig im Verhältnis 
o: 1 und bedecken mit ihr genau die Linie C,, was offen- 
bar möglich ist, da beide die Länge » besitzen. C, strecken 
wir abermals im nämlichen Verhältnis und markiren 
damit den Linienzug €, u.s.w. Die im Verhältnis on:1 
gestreckte Zahlenlinie O, wird zur Bildung von C,, benutzt. 
Die Lienienzüge C,, C,, G,... sind jetzt sämtlich mit 
Parametern behaftet und es werdeninfolge der gleich- 
mässigen Streckungen, die in dem Intervalle I 
liegenden Parameterwerte durch die KurveC, ge- 


nau demkorrespondirenden Quadrat F®) zugeteilt. 
(kei »”‘) Nun werden aber die Quadrate F, mit 
wachsendem rimmerkleinerundkleiner und folglichkommen 
bei unbegrenzter Streckung der Zahlenlinie die Parameter ? 
den ihnen entsprechenden Punkten im Quadrat beliebig 


nahe. Wir nennen daher die Linienzüge (,, 0,0, 
Näherungskurven der Kurve C, wo 
e— bim G, 5 
he 8) er 


bedeutet. C ist nichts anderes, als die nach einem be- 


stimmten Gesetz durchlaufene Gesamtheit der Quadrat- = = 


punkte, das Bild von O©,. Die Kurve C, möge etwa durch 
die Gleichungen 


RUN SEN (SEES 


dargestellt werden. Fassen wir jetzt einen ganz bestimm- 
ten Punkt P der Zahlenlinie Co — er gehöre zum Para- 


meter t — in’s Auge, so bestimmen die Fundamentalreihen 


ng RE 


ld; di: AM; 
= { ro; SU A) NEL HET FE, \ 


die Koordinaten des dem Parameter ti entsprechenden 
Punktes PR: -auf-:C. 


Gelangen vielleicht schon mit der Näherungskurve 
C, n=1,2,...) gewisse Parameterwerte mit den ihnen 
entsprechenden Punkten im Quadrate F, zur Deckung? 
und existiren für dieselben die Gleichungen 


De 0. 0 Ws 0) 
7,0, Od - ee, 


wo 2() =Lim ®,t) und 7()= Lim 7,(t) bedeuten’? 
Nn—=@ k [e.) 


Moore hat gezeigt, dass dies für keinen einzigen Para- 
meter £ zutrifft. Die Durchsetzung der Kurven C, und 
C,.. geschieht nämlich wesentlich auf zwei Arten. (Siehe 
Fig. 6 und Fig. 7.) Im allgemeinen sind die Schnittpunkte 
korrespondirende Punkte, d. h. sie gehören zum nämlichen 
Parameter {. Aber der diesem Wert t entsprechende 
Punkt auf ©, ,, ist von diesen Schnittpunkten verschieden. 
Somit ist in keiner Kurve C, ein Punkt bereits in seiner 
Endlage, sondern jeder einzelne erreicht dieselbe erst in 
der Grenze. Aus dieser Tatsache zieht Moore den Schluss, 
es sei keine Abänderung der Näherungskurven möglich, 
in dem Sinne, dass jede einzelne bereits Punkte in ihrer 
Grenzlage enthält. Wir werden aus den folgenden Zeilen 
aber erkennen, dass solche Kurven sehr leicht hergestellt 
werden können; zugleich gewinnen wir damit die Er- 
kenntnis, warum Moore (für ungerades ») die Näherungs- 
kurven aus. Diagonalen der Quadrate F, zusammensetzt. 


d. Abänderung der Näherungskurven. Wir unter- 
suchen die Verteilung der Parameter auf die einzelnen 
Quadrate F, etwas genauer. Die Parameter £t (O<t<|]I) 


sind über die ganze Kurve C, gleichmässig verteilt. Da 


C, durch »” Quadrate F', hindurchgeht und in jedem F,, ein 


Teilstück von der Länge »”" besitzt, so liegen die Para- 
meter | 


— sie gehören zu den Grenzpunkten der Intervalle J, — 
offenbar in den Begrenzungslinien der Nachbarquadrate 
und zwar genau in der Mitte derselben, da Ja C, die 
Mittelpunkte der Quadrate F,, verbindet. (Der Leser möge 
etwa die in den Fig. 4 und 5 durch kleine Ringe bezeich- 


neten Parameter = EZ @) ins Auge fassen) 
o 


In den Näherungskurven 9 pre bleiben die 


NR 


genannten Parameter auf den a der Quadrate Fr, denn 
bei der gleichmässigen Streckung von C,, kommen in jedes 


F', wiederum gleichlange Teilstücke von C, 90,19...» 
(Ihre bezüglichen Längen sind o "", wo "F? ..., 
Aber diese Parameter liegen bei O,,, C,,..... nicht 


mehr in den Mitten der Quadratseiten, en sie nähern 
sich mit wachsendem n unbegrenzt ganz bestimmten Eck- 
punkten. Welches sind diese Ecken? Die Bedingung (3) 
über die Reihenfolge der Quadrate hat zur Folge, dass 
die Parameter {= 0 und 2=1:- stets zum ersten resp; 
letzten Quadrat gehören; sie rücken somit im Limes in 
die Punkte (0, 0) resp. (1, 0) hinein, d. h. den Parametern 
t—=0 und ?=1 entsprechen auf C der Nullpunkt resp. 
der Punkt (1,0). Nun wird aber durch die Bedingungen 
(1), (2) und (4) pag. 10 das Bildungsgesetz der Kurven 
C, 02,03. 0, ..- auf jedes der o”" Teilstücke von 
C, übertragen, so dass sich bei den Kurven © 

C,yp .... in jedem. F, — abgesehen von der Yon 
kleinerung und der veränderten Lage — die Kurvenbilder 
C,,0C2,C3,.... der Reihe nach wiederholen. Infolgedessen 


n-+1y 


rücken die Parameter = —,- (k=0,1,...,0”) in be- 
(0) i e 


stimmte Eckpunkte der Quadrate F, und analog wie die 
zu t=0 und t—=1 gehörigen Punkte auf C, um die Länge 


Er et 


der Quadratseite F, also um »©’ = 1, von einander ent- 
fernt sind, so werden die Punkte, die zu zwei aufeinander 
folgenden der genannten Parameter gehören, auf C in 
einer Entfernung » ” liegen. Zusammenfassend können 


wir sagen: Die zuden Parametern = ——;,(k=0,1,2, 
«) 


Ft 
Br oder zu Lad ara...0, as undt—=1 ge- 
hörigen Punkte des Quadrates F, liegen in den 
Ecken der nach den Bedingungen (1) bis (4) pag. 10 
angeordnetenQuadrateF undzwarso,dass Punkte, 
1 
deren Parameter sich um —,— unterscheiden, stets 
\ 47) 


um die Länge einer Quadratseite, also umo»"" von 
einander entfernt sind. 


Gestützt auf diese Einsicht nehmen wir jetzt die 
schon erwähnte Abänderung der Näherungskurven vor. 
Mit der im Verhältnis » : 1 gestreckten, elastischen Zahlen- 
linie C, verbinden wir jetzt nicht ‚mehr die Mittelpunkte 
der Quadrate F, sondern überdecken, im Nullpunkt be- 
ginnend und genau die früher bestimmte Reihenfolge der 
Quadrate innehaltend, von jedem F\ eine und nur eine 
Seite und endigen im Punkte (1,0). Dieser Linienzug sei 
die neue Näherungskurve Cı. Sie hat gegenüber der 
frühern den Vorteil, dass sie die Parameter =0,a, a, mit 
denjenigen Quadratpunkten zusammenfallen lässt, welche 
ihnen entsprechen. (Damit man aus der Fig. 8 sofort er- 
kennt, welchem Quadrat F, die Teilstücke von C, zuge- 
ordnet sind, haben wir die Quadratseiten nicht zugedeckt, 
sondern das Teilstück überall in das zugeordnete Quadrat 
hineingelegt. Wir werden diese Abänderung auch auf 
alle weitern Figuren anwenden.) Nun halten wir die in 
den Quadratecken liegenden Punkte von QC, fest, (Fig. 9) 
strecken die dazwischen liegenden Stücke wiederum gleich- 
mässig im Verhältniss »:1 und „überdecken* in der be- 
stimmten Reihenfolge je eine Seite von den »°? in jedem 
F, liegenden Quadraten FR u. s. w. Nennen wir die in 
den Ecken der Quadrate F,, liegenden Punkte von C, 


rer 


kurz Knoten K' — wobei wir mit dem obern Index k 
andeuten, welchen der Knoten K, wir ins Auge fassen, 
PR =: Nullpunkt] — so wird C, 


Art hergeleitet: Unter Festhaltung der Knoten X 


aus OÖ, auf folgende 
() 


N 


“1 


(k=0,1,2,...0”—l)strecktmandaszwischenje 
zwei aufeinander folgenden Knoten Kund EN 
liegende Stück von C, gleichmässig im Verhält- 
nis o:1l und legt es in der durch die Bedingungen 
(1) — (4) geregelten Reihenfolge in die Seiten der 
wo’ Quadrate F,,,,so dass von jedem Quadrat nur 
eine Seite „überdeckt“ wird. 

Mit der Kurve OÖ, gelangen alle Parameter von der 
Form 


a, und 1 


do TE a on 


an—1 
mit den ihnen entsprechenden Punkten des Quadrates zur 
Deckung und es gelten für diese Parameter, unter Beibe- 
haltung der frühern Bezeichnungen, die folgenden Rela- 
tionen, | 


29,9, M=.....—= Pt) 
y-=T, 0-8, 0W=..... — EM) 


e. Die Funktionen: £(0,a,,,,0,,,9; X (O,@,, 1443,49) 
NO 432 


Wir bestimmen zunächst mit Hilfe der Kurve © die 
Funktionen, welche zu einem Parameter t=0, a, a, die 
Koordinaten (x, , y, ) des entsprechenden Knotens K, liefern. 
Wir bezeichnen sie bezüglich mit 2, =„(0, a, a,) und 
Yı=\(0, a, a,). Die Koordinaten der Knoten X, können 
wir der Figur (8) entnehmen; sie sind in der folgenden 


Tabelle für eine Zahl > 6 übersichtlich zuammenge- 


stellt. 


| | Koordinaten | Entsprechende 
BEE der entsprechenden | Werte der Funktio- 


t=0,4W 


Punkte nen &,;7ı. 
a, Y, e, (£) 7, 
) | 0 
EL 
a! 


(1.) 


(2) 


ep an 


Wir erkennen aus dieser Tabelle, dass sich die Koor- 


dinaten x, und y, in die Form setzen lassen 


en en = ER ES : „1 
2, —0,b,—=b,.o resp. „,=-9ıco=1.‘® , 


wo b, und e, Zahlen aus der Reihe 0, 1,2,....0—1,® 


bedeuten. Was die Koordinate x, zunächst allein betrifft, 
so zeigt die Tabelle 
a, eine gerade Zahl oder 
Il. 6, =a, , wemn | a, eine ungerade Zahl und 
zugleich a, =0; 
dass dagegen 
1I. d),=a, +1, wenn a, eine ungerade Zahl und«,=0. 


Wäre der zweite Fall unter I. nicht vorhanden, so könnte 
man 5, offenbar in der einfachen Form darstellen 


ae 


da ja der zweite Term für ein gerades a, verschwindet, 
für ein ungerades «a, aber den Wert +4 1 annimmt. Um 
den zweiten Fall unter I auch noch zu berücksichtigen, 


ist das Glied 3) 1—(- 1)" ! mit einem Faktor zu multi- 


pliziren,: der- für a, = 0 zu 0 wird, dagegen fur 3 
übrigen Werte , = 1, 2,3,....,o—1 den Wert£1 


annimmt. Diesen Faktor liefert die zahlentheoretische 
Funktion von Legendre; es bedeutet nämlich 


144, 


o—1-4405 ; ; 
r| 5 die grösste in enthaltene ganze 


o—1-t4, 


Zach E oo 
0<a,<o. b ist Se gegeben durch 


,=4-+5; | 1—(— 1,“ E ( a | 


{9} 


—0oder1, jenachdem a,—0 oder 


oder da z,—=b,.wt, ist 


x, =e(0,a,0,) = =| at 41-0 ya Be a \\o* 


ee Ye 


Ganz analog leiten wir eine Funktion X (0,a, a,)her, 
welche zu jedem Parameter t=0, a, a, die Koordinate 
y, liefert. Nach der Tabelle ist 


l.c, =a,, wenn .a, eine gerade Zahl 
Il. ce, =0—.a,, »„ 4 „ungerade „ u.zugleich«, 0 
Ile, =o—1 ee „ 50077, „ 0,=0 


II und III können in die Form gesetzt werden: 


CG, =w—.a, + h, wo heine Grösse ist, die für a, —0 
den Wert — 1 annimmt, dagegen für alle andern Werte 
von a, zu O wird. Dieses h liefert z. B. der Ausdruck 


= Be —1. 


W) 


Berücksichtigen wir ferner noch, dass 


a, eine gerade Zahl oder 
@, eineungerade Zahlist, (3.) 


E ‚Jenachdem 


sl "= SB 


und dass 


a, eine gerade Zahl oder 


. d r < 
Ol je nachdem a, eine ungerade Zahl ist, (4.) 


mn y- 


+1 


so kann man c, in die Form setzen, 


{ LK '9 
eo, Ehen, 


oder da y,—=e,.w7', ist 


' 0—1+43 u 
Y-rOma)-| a Stella tz > - )-f-cas} jo ' (6.) 


In Rücksicht auf spätere Entwicklungen fügen wir 
neben die Formeln (2) und (5) noch zwei andere, die 
aus diesen nur durch Vergrösserung der Indizes sämt- 


) 
n 
4 


| Ion 


(8) 


29 


licher a, (=1,2) um eine gerade Zahl 2n entstanden sind, 


nämlich: 


(0) 


1 ı( o—1-44,,, N 
(0, on Fan 2) | at ni Pe (mr | es 


(0, Fon+1 Fun 12) 


e o—1+ Zn 1 In 
} aan 14 was 14 (2) Ns (1) 29 | ‚ot 


12 91 5 


f. Die Funktionen s, (f); 7,(t). Bevor wir die Ko- 
ordinaten der Knoten A,, K,, u. s. w. bestimmen, be- 
fassen wir uns eingehender mit der gegenseitigen Lage 
der Knoten X, oder spezieller, mit den Abscissen- und 
Ordinatendifferenzen von je zwei aufeinander folgenden 


Knoten K,. C, hat "+1 Knoten K, mit den Koordi- 
naten (%,,7%,Yn,5), Wo die Indizes andeuten, dass es sich 


’ handelt. Die Koordinaten von je 


zwei aufeinander folgenden Knoten u und K“ a 
unterscheiden sich ihrem absoluten Betrage nach je um eine 
Grösse, die entweder gleich O oder gleich der Seitenlänge 
eines Quadrates F,, also &", ist. Wir setzen daher 


um den Knoten k‘ 


7 AT ra EURE SH 
Iy,k-1 Ink ne —e,(f).@ 
Br —Nn —_ —N 
Ye AT Amen Mk U. @® ,. Wo 
227. —2n —_ ; 
t=k:w Ne 


Die Grössen e, 7; 7„,, haben die absoluten Werte O oder 
1 und zwar ist | 


+-1, wenn der (k-+-1)ste Knoten rechts von dem kten liegt. 


£ N, Bar | SR) 1, „ ) » » links D) „ „ » 
0, )) 1) ” 2) unter oder über ” 2) ” 
1, wenn der (k-+-1)ste Knoten über dem kten Jiegt 


Yn,k” | SE 4, „ „ „ b) unter ee), „ >) 
NE Rs »„. „rechts 0. links Von y En 


Da die Verbindungslinie A" KV entweder horizontal 
oder vertikal ist, so muss für einen bestimmten Para- 
meter t=0,a,a,...d,, ,@,, Stets eine der beiden Funk- 
tionen e(t); 7,0 lie 0 sein. 

Aehnlich, wie wir die Funktionen e(O,a,«a,) und 
x (O,a,a,) bestimmt haben, ermitteln wir jetzt mit Hilfe 
der Figur 8 die Funktionen s,(Ö; 7,(). Die für die Knoten 
K, in Betracht kommenden Parameter sind von der Form 
nn) a,a,. In den beiden letzten Kolonnen der frühern 
Tabelle sind die bezüglichen Funktionswerte ,(£); 7,(f) ver- 
zeichnet. Es ergibt sich für e,(t) der folgende Zusammen- 


hang mit den Ziffern des Parameters t=0, a,a, 


er wenn a,eine gerade Zahl und 0Sa,<w—2 


.Q)-l „ % n „ n %=o—| 
& EU 0,5 5 „..ungeräde,, ein deoel 
| de, un n n n VO 
Nun ist 
A 0<Sa,Sw—2 
adl. E( 2) 0 oder 1, je nachdem oler 
o—1 d,— Are 1 
und 
Re 1<a,<o—1 
ad ll. a = : I O. oder 1, je nachdem r oder 
< ; A — 
/ 2 


a 
Multiplizirt man daher # mit einem Faktor, 


der für ein ungerades a, verschwindet, für ein gerades 


o-1+a 


2 . ° 
) mit einem Faktor, 


a, aber zu 1 wird und Il 
der für ein gerades a, den Wert 1 annimmt (siehe (3) 
und (4)) und addirt His beiden so erhaltenen Produkte, 
so erhält man e,() in der Form: 


ofen fie ea 


(9.) 


> = en Ebenso erkennt man aus der Tabelle: 
| e —--], wenn a, eine . Ber le Zahl u. 
7 d= 0 N? a, a N => » . 

II 7,®=—1, „ a, b)) ungerade 3 ” : == 
"12, @=0, Eee, n en 


Nun ist 
| (ig | z % = 
ad: I Bd oder 0, je nachdem 


und 
o—-1-+4, 


(9) / 


adll. a —=—1 oder 0, je nachdem 


Passende Kombination dieser Formeln mit 8 
. liefert 


hinweisen. Nennen wir diejenigen "Teilstücke vo 
welche in den Quadraten F' liegen, die a 
von (,,; a0 1,2.,2,35:80 erkennen wir 


. 2 im Verhältnis 130% verkleinerte Kur > 


ae Ins E N: DE | 


RE 


dem Koordinatensystem genau übereinstimmend mit der 
Drehung der Grundfiguren von C, in den nämlichen Qua- 
draten #. (Fig. 9.) 

3. Die Kurve ER (n=2, 3,...) besitzt nur 4 ver- 
schiedene Grundfiguren. Wir haben dieselben durch die 
Figuren 10—13 dargestellt und dabei den dem wachsenden 


Parameter entsprechenden Durchlaufungssinn mit einem 


Pfeil bezeichnet. Demnach liegt 


a.dieGrundfigurüber derStrecke K®K'FV, wenns ()—+H1 
by Sr llestunter *,, & n EN 
fer, „serechtsvon, > x ge erh 
ar, n HIT K Sn, nn. EN ER) 7,1 


(£ ist der zu dem Knoten K” gehörige Parameter.) 


Es kann also z. B. bei rechtsliegendem KV das der 
Strecke K®’K'*TD zugeordnete Quadrat nicht unter der 
Strecke liegen usw. 

Die Eigenschaften (1) und (2) sind unmittelbare Kon- 
sequenzen der Festsetzungen über die Reihenfolge der 
Quadrate. Die Richtigkeit des unter (3) Gesagten er- 
kennt man durch folgende Überlegung. Wir nehmen an, 
es existiren in der Kurve C, nur die 4 Zuordnungen der 
Quadrate F_ zu den Strecken KK", wie sie durch die 
Figuren 10—15 dargestellt sind. Dann erkennen wir aus 
den gleichen Figuren, dass bei © , wiederum nur 4 ver- 


n-1 
schiedene Zuordnungen der Quadrate F', ,, zu den Strecken 


Ku, Ku auftreten #—=0,1,...,o"F)—1) und zwar ist 


F ‚, über der Strecke Ki, Kr, wenn e, „O=Hl, 


n n+1  n-+1? 
n unter ” 7) ” ” ed 1; 
„ rechts „ n n n a 
n„ links „ n n n u d-—Lı 


wo t jetzt zu dem Knoten K'7, , gehört. Infolgedessen haben 
die Grundfiguren von C,,, gegenüber den Strecken 
RK KEN) dieselben Lagen, wie sie in (3) für die Grund- 


ee 


figuren von C,, ‚ gegenüber den Strecken KK: | 
gegeben rn Nun enthalten aber die Kurven Cu 


e,(); 7,() über. Die hiefür in Betracht "kommenden 1 
meter sind in der Form enthalten 


=D, Bee 


In dem auf einen bestimmten Knoten K ‚(t=0, 
folgenden Quadrat F, wird die Lage des zu t=0,a,a,0,q, 
gehörigen Knotens K, durch die Ziffern a,,a, bestimmt 
Da nun nach den soeben an Bien 


ee der Kurve (, die Funktionswerte E 
nicht ‚beeinflusst, so werden zur Pain von. & 


dung kommen, jedoch mit der Veranderun dass. 
an Stelle der Ziffern A, und a,, die Ziffern a, und En 
treten haben, die ja in den Can von en € 


ähnliche Rolle ED) wie a, und a, in a wir. 


sämtlicher a, (i=1,2) um die Zahl 2 u 
kurz mit e,’(), 7,'(). Die beiden ersten Ziffern des 


meters ae kommen also in e,’(f), nr = 
Er 3 


gender Weise bestimmt: 


Bei Fig. 10 ist e, so ) ns -7, © 
3 12 „ = GE 7) = ei X) 
” | ” | 15 ”» &o(t) nl a x 


BaNDE. 
Vergleichen wir damit Fig. 9, so erkennen wir, dass 


s()=+e,(t), wenn &e()=-+]1 
st =—e, (f), 2) .(=—1 
.)=+n(), „ 7, O=+l 
=, „ 7,()= 4 


Dabei ist zu beachten, dass in s,(f), 7,() nur die beiden 
ersten Ziffern. des Parameters t=0,a,a,a,a, zur Anwen- 
dung kommen. Berücksichtigt man schliesslich noch, dass 
eine der Funktionen s,(f); 7,(f) stets gleich O ist, so lässt 


sich s,(f) offenbar in die Form setzen: 
AUEUESEUE ZT AUEL AG: 
Ebenso findet man, dass 


7 d=-+n, (0, wenn es )=+1 
AG) Ser ©, ”„ €, (£) —=—| 
,d=+tE ld, » Mü=Hl 
75)= — 8, (b), „ del 


und folglich ist 
VE u U RUE AUESEU 


Die Formeln (11) und (12) beziehen sich auf 
Parameter von der Form t=0,a,a,a,a,. Entsprechend 
werden in es, ‚9; 7,,( © die Ziffern des Parameters 
t=0, a,Q,....q,, 399, , zur Geltung kommen. In Analogie 


mit den frühern Entwicklungen wollen wir unter 


07,0 


Funktionen verstehen, die sich auf Parameter von der 
"Form t=0, A, Ay....4,, ,4,, beziehen und die sich von 
e, ,(f) bez. 7, ,($) nur dadurch unterscheiden, dass die 
Indizes sämtlicher a, (i=1,2,..2n—2)um2 vergrössert sind. Es 


ee 
kommen alsoine’, ‚(H, 7, ,Onurdiea,,a,,....4,, 1, Ay 


(11.) 


(12.) 


(13.) 


(14.) 


Bu RE 


nicht aber die beiden ersten Ziffern des Parameters 
t=0, a,a,..a,, zur Geltung, während für e,(), 7,2) nur 
a, und a, Bedeutung haben und alle folgenden Ziffern 
ohne Einfluss auf die bezüglichen Funktionswerte sind. 
Unter der Voraussetzung, wir kennen die Funk- 
tionen e, ‚(t), 7, (€) gelingt uns die Bestimmung der Funk- 
tionen e, ($), 7,(Ö nun in sehr einfacher Weise. Wir stützen 
uns dabei auf die Eigenschaft (2) der Kurve €, (pag. 22), 
nämlich darauf, dass sich in jedem F\ die verkleinerte 
Kurve €, , als Teilstück von CO, vorfindet. Die in einem 
bestimmten F‘, liegenden Knoten K, werden in ihrer Lage 
durch. die, Ziffern a, 0,3. des Parameters 
t=0, a, Ay....A,, ; %, näher bestimmt. So gelten für die 
Funktionen e,(£); 7,() die Relationen: (Fig. 9 und Fig. 16). 


e()=:+e’, ‚(, wenn es =+1 
ei, nn en 
et) —=t 7 ne) , n 7,0 —-1 
den, ad TI Und 


7,Od=+ 7 00h wenn SIG +1 
7, Dt), n) ed) et 
„WOÖ=S+tE, Ad, » Ad =Hl 
re, 5 = 1; folgleh 


Um nun z. B. zu dem Parameter t=0,a,a,...a,, den 
Wert der Funktion e,(£) zu ermitteln, hat man a = 
die Werte | ex 


£ „®) el): Ä n— a 74 ()- 7 1.0) we 
7, BZ: 7, ad HMG- a 


dad al; Hih..» sur 


schliesslich mit (14) noch e,(d) zu berechnen. Die nume- 
rische Ausrechnung erfordert viel Zeit und Mühe, da sich 


die Funktionen e (); 7,() nicht in einfacher geschlossener 
Form darstellen lassen. Wir werden indessen für das 
spezielle Beispiel, 2, diese Funktionen ganz bedeutend 
vereinfachen können, so dass man aus dem Parameter ti 
unmittelbar die Funktionswerte  (r); 7,(f) ermitteln Kann. 


(pag. 55). 


g. Die Funktionen Pt); 7(t). Mit Hilfe der For- 
meln (6), (7) und (14) ist die Bestimmung der Koordinaten, 
die zu einem beliebigen Parameter ? gehören, nicht mehr 
schwierig. Die Knoten K, auf C, gehören zu den Para- 
metern 


Wir lassen den Parameter {= 1 zunächst ausser Betracht 
und fassen einen bestimmten der übrigen Knoten X, etwa 
K‘® ins Auge, wo k also eine Zahl aus der Reihe 0, 1,2,..., 
w°°— 1] bedeutet. Nun besitzt die Kurve (©, ,, in dem der 
Strecke K’®. K(D) zugeordneten Quadrate F', ein Teilstück, 
das mit einer der 4 Grundfiguren (10)—(13) übereinstimmt 
‚und es wird die Lage des zu t=0, a, Ayernelyyıg Aanıo 
gehörigen Knotens K in diesem Quadrat F, speziell 
durch die Ziffern «a,, +17 Aynıs bestimmt. Da aber jene 
Figuren im wesentlichen nichts anderes sind als die 
verkleinerte Kurve C,, so werden zur Ermittlung der 
Koordinaten dieses K,, die Funktionen (6) und (7) aus- 
reichend sein. Man denke sich etwa das Koordinaten- 
. system parallel zu sich selbst nach dem Punkte K‘” der 
Fig. 10—13 verschoben und berücksichtige, dass die 
Figuren gegenüber ©, im Verhältnis 1: verkleinert sind, 
dann kann man die Koordinaten &,,,, Y,ı,, des Knotens 
K, Hr in Bezug auf das transformirte Koordinatensystem 
in folgender Art bestimmen: 


n-+1 


(15.) 


in Figur 10 durch 


ER N 
nA (0, Fan? 2n-+ ,) Mn Yn+ a =r(0, Lonı 1 Ay = „)@ 
in Figur 11 durch 
ER FRE) Set 
ar -e(0, Mon L1 A149) x ? In mem (0, An Ayn10) x 


in Figur 12 durch 


ES ] —M 7 
VE AU /LLFER 4 Q,,19) re (O,@,,11 Gon2): 2: 
in Figur 13 durch 
—N a EL 
En n41 u (0, Go Aonr0) © ’ VERS. L : (0, re 2n+ 0) 0 


oder es ist 


se o(O,a 


BE en 


).o”, wenn e D=-+I1 
10? .,)=—1 


? N 


an-1 Man 


4 €(0,a 


nt +1 on 2 


ur (0, | 4,400, nn 9, B=Hrl 


0 mon (Ö, Aonrır > 10) N", 7, —=—] und 
entsprechend 
Fe = ta N ‚ wenn et) Basar» = 1 


van nd 
Infolgedessen ist 


ARE A 0 AL RER. SPEEN BETA U) EL On u ZT EBEN AOE a 


UP ak U EU PERLE PL ER On u 1 UL PER ER EA) E 2 


Hat der Punkt K/® — er ist der Nullpunkt des trans- 
formirten Koordinatensystems — gegenüber dem ursprüng- 
lichen Achsensystem die Koordinaten «@, und ?,, so sind 
die Koordinaten «, ,,, 3... des Knotens Kun gegeben durch 


VE 1 
a ein Int1 
oder da =x,; 34 
ar > ;s - Cu 
Pa YHyF-- Is oder 


BRD IOT 


vn VEN 
ee = R r2# 
Qn1= > (0, LEN Qy,.,0) EN EOTT 2,70, Ay,rı Qy,10) 7,0): 07? 
er YV 
wo (1; 70 
(16.) 
HN v—n 
a EX, \ . 
B n-1 N vu (0, Ay Ay,19) ? 7,0%) u 2 (0, Mo A,,10)8,0) Eu 
v—0 v—0 
wo & d=0; 7,1 
Es ser ti, A,Gdogrre. Ag, Agnair in infinitum ein 


beliebiger Parameter, von dem wir vorläufig nur voraus- 
setzen, dass nicht sämtliche Ziffern den Wert »-1 besitzen. 
Diejenigen rationalen Zahlen, welche sich in die Form 


K . 
—. (k=1,2,....@*_1) setzen lassen, kann man auf zwei 
We 


verschiedene Arten durch systematische Brüche darstellen. 
Bei der einen Darstellung hat man von einer bestimmten 
Stelle an lauter Nullen, der systematische Bruch bricht 
ab; bei der andern Darstellung sind die Nullen durch 
o—-1 ersetzt und die vor der ersten Null stehende Ziffer 
der ersten Darstellung ist in der zweiten durch eine 
um die Einheit verringerte Ziffer ersetzt. Die zweite 
‚Art dieser Darstellung kann man also stets auf die erste 
Art reduziren. Parameter dieser beiden Gattungen gehören 
zu bestimmten Knoten und die entsprechenden Koordinaten 
lassen sich durch die Formeln (16) genau ermitteln. Ohne 
den Wert der Koordinaten zu verändern, kann man jene 
Summen von v=0 auf v=» ausdehnen, da die Funktionen 
2(O, 05,11 @oy10)5 YO, a,,,,@,,,,) Zu O werden, wenn die 
Ziffern «,, lu ro gleichzeitig O sind. 


Ist dagegen der Parameter keine rationale Zahl von 
s k E: ; ; 
der Form on, 80 lässt er sich nur auf eine Art durch 


einen systematischen Bruch (mit der Basis ») darstellen, 
dessen Ziffern von einer bestimmten Stelle an nicht O oder 
sämtlich o—1 sind. Diesem Parameter entspricht kein 
Knoten K, n=1,2,3,...) der Kurve C. Aber man kann 
die Koordinaten des entsprechenden Punktes P’ dennoch 


(473 


Bir age 


mit beliebiger Genauigkeit bestimmen. Die dem Punkte 
P’ auf © unmittelbar vorangehenden Knoten K, R„K,.... 
besitzen die eine Häufungsstelle P’; es erscheint P’ 
als Zim K, und die entsprechenden Koordinaten (x,y) er- 


N—D 
halten wir als 


nn? 


x=Lineo,; y=Lmß 
NR N—R 

wo a, und 3, die Koordinaten der dem P’ unmittelbar 
vorangehenden Knoten K, n=1,2,...) bedeuten. 

Berücksichtigen wir schliesslich noch, dass auch 
der Punkt (1,0) als Häufungsstelle gewisser Knoten, näm- 
lich der Knoten Ko") (n—1,2,...) aufgefasst werden 
kann, so erhalten wir folgende uailche Darstellung 
der Kurve C: 


Die zu einem beliebigen Parameter 


=0,a.a,.... a a 


zur Ian Yonıı 


gehörigen Koordinaten (x, y) stellen sich dar als 


nr . 
one > 010,0, 10 9, + DU0,a,,. 4 9,,,99,():@ = 
en v—0 


wo &(d=1; 7,66 =0 


VER ee) 
I= N 2 (0,0, 11 %,10)9, 0 @® ID A, Ay,40), ()> @® 
N 0 


wo &&)=0, 7, 0-1 


(Man vergleiche (6); (7) 14).) 2 
Da die Funktionen (17) die Grössen e,(); 7,() enthalten, 
so sind sie zur genauen Berechnung der Koordinaten nicht 
vorteilhaft; wir werden indessen auch hiefür, für das ein- 
fachste Beispiel &—=2, bedeutend reduzirte Formeln geben 
können. (pag. 35.) 

Es mag von Interesse sein, hier noch einige Rela- 
tionen anzuschliessen, welche gewisse geometrische Eigen- 


SR AR 


schaften der Kurve © deutlicher als (17) zum Ausdruck 
bringen. Will man z. B. die Kurve C, mit dem in F® 
liegenden Teilstück von ©, }ı In Beziehung setzen, so 
findet man 


@: Pd TV, (@*t) 0<StSw? 
10) 7 d== D, (vw) , 


oder wenn wir berücksichtigen, dass 


%ı)=Lim®,(); TO)—= Lim Ft), 
N—RD 


NND 


so erhalten wir 


o:-PH)— T(w*t) 


7° EZ u 
o Vt)=Plw?t) I<SiSw 


In ähnlicher Weise findet man durch den Vergleich von 


€, mit dem in F{® liegenden Teilstück von C, |, die Re- 
lationen 

BD dor =, ed 0<t<o— 

: 5 Re 5 St (0: 7° 

Ti Ko—1)0 +) = Hd +o—1 SS 
und infolgedessen 

»-PI(o-1)o ? —P(w’t 

©. Pod HP (oil) 0<1<o 


o F[o-1)o +)])>= Flo’) +o—1. 


_ Die Symmetrie der Kurven ©, und folglich auch der Kurve 
C bezüglich der Linie x __ bringen die Formeln 


OU --OU-U=1 


O<t<]I 
VT—= TA) ='= 
zum Ausdruck oder auch 
D(Ztu)+ 9 —-u)=1 i 
ulSz 


FÜHNr=(-u) 


(18.) 


(19.) 


DEE 


IV. Die Funktionen z=®@t,); =") für eine Uun- 
gerade Zahl .. 


Diese Funktionen sind von Peano und Moore bestimmt 
worden. Wir fügen sie hier an, einerseits nm die Arbeit 
zu vervollständigen und anderseits um die Identität der 
von beiden Autoren zefundenen Darstellungen nachzu- 
weisen. | 

Peano geht rein arithmetisch vor. Er bezeichnet als 
komplementäre Ziffer von «a die Ziffer 


ka—=(»—1)—a. 


Aus dem Parameter ?=0,a,«a,.... bildet man zwei neue 
systematische Brüche, deren Ziffern mit b resp. e bezeichnet _ 
werden und die mit den Ziffern des Parameters ? in fol- 


gsendem einfachen Zusammenhang stehen: 


31 1: 
n—1 n 
\r \' 
1 = 5 Me 
b,= z 01 See, 2 Ao, 
m==2,9,45,%) mn=h2a) 


Wenn der Exponent von %k eine gerade Zahl ist, sollen 
die b, resp. c, mit den bezüglichen Ziffern a,, | resp. @,, 


übereinstimmen; ist der Exponent aber ungerade, so sind 
an deren Stelle die komplementären Ziffern als b, resp. c, 


zu nehmen. Die Koordinaten des zu t=0,a.a,.... ge 
hörigen Punktes in #, sind dann gegeben durch 


| 5 b; ba 
XL=— DU—0, B; b, Ba See a ee 

In e 2 
(ser DU C Co .eeoee —=— 2 -H oe: 


Moore geht geometrisch vor und findet folgende Dar- 
stellung. Bedeutet 


* 


ERS BR EN ln 5 
EEE | 2 Ay, 3 
Se | 7. DE A n (aelr), 

; o sind die zu t=0;« a: gehörigen Koorditinten ge- 

Den gehen durch. 


ES RN et): Wr 
9-0 


ee mer (21.) 
=> = 2 (0, Ayyrı Qyy13) j 7, £) ; > 4 


—1 
1 Fa, f 
del 2 dell), so.ish 


24, | | | ii 
(n=2,3,&...)J,;, Wo x das 


tefinirte, Operationszeichen bedeutet. Statt dessen 


Es wird also bei 


R 0.) 
22.) Peano: Se | on an >] Be , >28, Seh .o 4 73 10 En 


n—1 ni ES rs y 


ee) 
(23.) bei Moore: x= 5 .,$le,.+]0o7- De t)-o: 


Zn 
n—1. nl 


und beide Werte von x sind identisch; denn 


1 —1 1 | | 
a „ kann man durch „— ersetzen und wenn man be- 


rücksichtigt, dass e ())=1 ist, so kann man schreiben, bei 


& & 
Peano; x= €, (Ü) N en I U -oT°TV, was 


Nn—1 NL 


mit (23) ee da die Summen 


[e 0) 
1 \ 7.4 ® ® ® 
De SS, wo und— > 8, ‚M.o7%-V, identisch sind. 


n—1 = 


Ähnlich gestaltet sich der Nachweis für die Iden- 
tität der y-Koordinaten. Bedeutet 


7, 25 Soil bei 


Benno, 2 u la, a H a bei 
Moore: 151-1 Sl) alt 1) an—1.0,, \ 7,0 


Es wird also bei 


es 00) 

\ rt IN a—1 { 

225 Reanozy = N 7) Ad, or 5 Z.2 7, nr ‚bei 
m=I: 1) 


Rn 


e & @ Be 
(25.) Moore: y— > 9,0)... 0 "+5 I, nr ae wer 


Hn—1 a n—41 


und beide Werte sind wieder identisch; denn die mittlere 


EIN I  DUE, 


der Summen in (25) erhält als erstes Glied. Nach Ab- 
trennung dieses Gliedes kann man die beiden letzten 
Summen in (25) vereinigen. Zunächst ist 


na re € X 

ig Zu N —n + _—_ N & 

Zn N) Del Ha 2 = 7%) ar — 2 > 7, Oro 
n=2 N n—1 


und es wird somit 


®e an 
N} BR WE an SD EHER > 
2) un D) 7, ne 2 „ ) Baur Dez a ) 
nl Hl nl Nn= 
also 
= 1 1 = (0) 1 
MH =— N 5 —n SEE Er \\ # Br: 
eg zZ) AU) 5 2n n 2 2 Br 7,0 )- N 
WEN: nl “ 


was mit (24) genau übereinstimmt. 


V. Die Hilbertsche Kurve. („=2). 


Hilbert hat seine geometrischen Entwicklungen an 
dem einfachsten Fall o=2 vorgenommen. (pag. 7). Es 
ist von Interesse, unsere Formeln (2)—(17), die wir für 
eine beliebige gerade Zahl »>O abgeleitet haben, auf 
dieses einfache Beispiel anzuwenden 

Die Ziffern des Parameters t=0, a,a,... sind füro=2 
entweder O0 oder 1, was zur Folge hat, man einzelne 
Formeln bedeutend vereinfachen kann. Die Funktionen 


at 52 2 
E eo) und E (= B% ) 


kann man jetzt direkt durch die Ziffer a, ersetzen. Dem- 


. Gr —1-+ D) 
nach ist w—-1—-0,+E = = zn Die Formeln (2) 


und (5) gehen über in 


(26.) 


— 56 — 
20, a, ya +3 {1-1 }a,lo-1 
10, a, 0) = HI, ta, 1) 1% ol (Fig. 14;15;16.) 


Bedeutendere Vereinfachungen gestatten die Funktionen 
e,); 7,0. Es war 


OH LE nn „+ ae |Iı-z en 
Dies geht über in 


34-18] + 3 [1--1@]f1-a,] 
.d=a,-1)4 +211--D%]- 


Diese Funktion nimmt für die Argumente 
t=0,a,a,: 0,00 0,01 0,10 0,11 
bezüglich die folgenden Funktionswerte an. (Fig. 14.) 
20) 0 +1 +1 (07 


Da nur diese Argumente für e,(t) in Betracht kommen, 
so können wir an Stelle dieser Funktion irgend eine 
andere setzen, welche für die genannten Parameter £ die- 
selben Funktionswerte annimmt. Wir ersetzen e,(£) durch. 


40:1 1+a,+@ 
[9-9 +) an ' 


Die Formel 


0 el] ee 


gibt für die Parameter 


t—= 0,00 0,01 0,10 0,11 bez. die Werte: 


Wir setzen an Stelle dieser Funktion die folgende: 


a 
| bo 2er E ee ira N | (27.) 
Früher hatten wir für e,(f); 7, die Formeln gefunden: 
GE SORGE RO ENG 


de HAN (Pag. 26.) 


Diese Formeln, die für irgend eine gerade Zahl »>2 
äusserst komplizirt werden, kann man hier durch die ein- 
fachern ersetzen: 


vn Pa! 


er, a n+-5 a, 
- voll = AST So 
.,. = 5) Ir 1) —] | 
vn an (28. ) 
” u A n+3 0, | 
1 eo u Be Pe et 
= (1?! ae | 
Den Beweis hiefür liefern wir durch den Schluss von 
n auf n+1. Nehmen wir an die Formeln (28) seien richtig 
für einen bestimmten Wert des Index ». Dann ist 
= ed). +77, 
Pen 2n 
ge 0 n+3a, 
Ada 1 1+a;+ds | CHR 
1 eye.) ec Aenee] 
vn 2n 
"a 7 n+3 a 
a I 1+a/-+a9 ER a 2 RE I er t8 
Ze. 21-1) 1,71 TE 
v—n-+1 2n+2 an 
DI ER EN n+1+ Ya; 1-Fay-+üg n+ N 19 
9” v 1401) et +i$) +1) i—t 
: 2n-2 an 
IE: n+l+ N @; 1+a, +09 n+ N 419 
Eee 
v—n+l 1 2(n+1) 
Er 
0 ur | . 
=) ui. ee] 


Gilt also die Formel (28) für den Wert n, so gilt si 
für n+1. Nun ist aber die Gültigkeit erwiesen für 
‘somit auch für n—2, 3, etc., also allgemein. Analog w 
der Beweis für n,(f). Da die Funktionen e,(t); 7,0 e 
bedeutende Reduktion zulassen, so werden auch die 
Funktionen 2 = y— Kt) indirekt vereinfacht ‚ da = = 


spiele Hioan. Man verwendet zur Be rec 
nung mit Vorteil die folgende Tabelle. Be 


0:0, .0,..10,00. 1000 00 000 


2p»+12y+2 


Für 


st+ cs _—, 01 
= ed 000101 ist 


+7 140,000 - 


e,(t) =0; 7,8 Fr 1 
Sende 


„Für 


23 | 1 
— —0,0101110 ist 


B=3=0, Bol. 
| a an 0,0000 - 
a ee EN 
MO FRRENOEE 
0, 7-1 


—1-09010101.... a = 
Z* er re er | 


hd | a a 4 F a, RR 
I Er; er a re! AR: 
1ıııtı 1 an Be 
ERTEILEN  IEBERAN EIAEIT e 
Ä IE >15 RE are EIZSuR ..—0_ 


KON für welche » eine gerade Zahl, haben den Wert +1 


D/AUR » EA ER ” ” m 2 2 \ 
=$ nn. ungerade, ER „ » 0 
. > = me 4 u r ö = 

Fe - > 3 fer e - y j v Si: 2, 3, .. 

BG 


dere. Beispiele kodnn den. Figuren (14); (15) und 2) 


a 


VI. Stetige Kurven ohne Tangenten. 


Jede der Funktionen el —TD (pag. 30), ) 
ein einfaches Beispiel einer stetigen und nirgends % 


eine stetige Br ae Tangenten vor. 
uns mit der Behandlung der Funktion 


I 2 


nur die einfachste, nämlich die der Zahl o= En 
sprechende, zum Gegenstand unserer Da / 


zeichnen wir 2 die En X. Wir werden diese 


lichen Reihe von Näherungskurven X, erhalten. »=1,2,3,.. 

Wir errichten (Fig. 17) in der (2£,x)-Ebene über der E 
heitsstrecke der t-Achse ein Quadrat R,. Durch eine er 
Teilung zerlegen wir R, in o° Rechtecke R, von den I 
mensionen @2.o71; u..s.w. Nach n- al vollzog n 
Teilung ist dann R, in #®” Rechtecke R, von den Seite: 
wo" und” n=0,1,2,...) zerlegt. Eine Diagonale ei 
Rechtecks R, bildet mit der t-Achse einen Winkel a, fü ; 


ga —=H+o" oder —w* ist. . (Fig. 18. u. Fig. 1 
Die Funktion 
VO BE S 60) En £ 
2=0,1)= I) 90,0, 440,498, 0:0 HD VO, 0,40, 
v—0 | v—=y 3 


wo 8,0 =1;7,0-0 und 


Pz 5 x F 4 y 


® une ya 


"> 10» 1 


En, 


BROT SFR EER 


bestimmtzu jedem Wert das entsprechende x. (pag.30u. 38). 
Die Punkte, die zu t=0, a,a, gehören, bezeichnen wir wie 
früher als Knoten X, ; sie liegen in Ecken der Rechtecke 
k,. Verbinden wir diese Knoten der Reihe nach (im 
Nullpunkt beginnend) durch gerade Linien, so entsteht 
ein nach rechts sich entwickelnder Linienzug, den wir 
die Näherungskurve X, nennen. Analog bezeichnen wir 
den gebrochenen Linienzug, welcher sich aus den Ver- 
bindungslinien von je zwei auf einander folgenden Knoten 
K,, zusammensetzt, als die Näherungskurve A. Die Knoten 
K,, bleiben wiederum Knoten von X, 1 X,49, ++. , also 


auch von A=LinX, und liegen in bestimmten Ecken 


NDR 


der Rechtecke on 


Die stetige Kurve A besitzt in keinem Punkte 
eine Tangente. Es seien. {,<:?<7, drei Parameter, die 
den Bedingungen genügen 


0<SY,<I IA 


Man sagt dann bekanntlich z=£f(t) besitze für das Argu- 
ment £ einen Differentialquotienten, die Kurve X 
habe im Punkte t eine Tangente, wenn der vordere 
und hintere Differentialquotient für dieses Argument t 
existiren und übereinstimmen, d. h. wenn 


Ott) Lim WPD) _ ol) Lim AAN 
| ht TE Ne bet et 


Wir werden zeigen, dass für keinen Parameter 


I—=0,.0,0,..5..0,, ,Q @=l;2,0, 


an 


ein bestimmter vorderer Diftferentialquotient existirt, was 
zur Folge hat, dass für diesen Parameter kein Differential- 
quotient im eigentlichen Sinne vorhanden ist. 


Wir können einen bestimmten Knoten X, sowohl 
als Knoten der Kurve X, als auch als Knoten der Kurven 


Asp FESPp. A, 0, ı .(@=1,2,3,...), Auffassen; er gehört 


immer zu dem nämlichen Parameter 2 
des. Parameters sind entsprechend 


für K, alsKnoten von X, x t=0, nn Dr 
ee Sl Age lg, Uyy rec Ag 
r 5 ; 2 a ? s & i : 2 > 
„Rn mn Ka 10, | a 


stellungen überein. In den beiden letzten Darstel ung 
folgen auf a,, noch 2.2» resp. 2(2p— 1) Nullen. Die 


züglichen Funktionen ae 4a 8 lt) 


Form. 
= s Dan- 3 
v a a n+ N d. 12 we 
2y— 4 2Y resp 
(293° 0 —(-1y-1 IH) Ze 
“rap | NOCH 
DI PP | nrepr DU 
Ei Se He 
n+2p—1 | N, 
| Sn | =, 0 n+2p—1+ 2 
(31) nt a ee 
Wei, u: 
Nach dem Vorhergehenden ist 
en a in a 
Sn A =. Ber > ar ‚9 on u 
vl nn A Be 
en | 2 n+2p) 3 An+2p—1) 
2% | = »a, el 
i-l 1 Be 


In 130). ind (31) ändert sich also nur der E 
n-+ >a, von eff), It dieser in : 
so ist er auch in &, +29 


a EN 


er in e,,,,(£) ebenfalls ungerade, dagegen ine, 49p_1(®) ge- 
rade. Für den bestimmten Knoten K, hat e,(t) einen be- 
stimmten der Werte 
+1, —1,0; dann ist e,,,, 
+1, —1,oder 0, dagegen ist e, Er 
N 
0, 0, + 1. (+1, wenn N @,_10» gerade; (-1,) wenn 


vl 
diese Summe ungerade ist.) Somit ist 


(t) entsprechend ebenfalls 
‚(* entsprechend 


et) SS € r2y(E) =F rap ill) (p ae 1, 2, 3, en .) (32.) 


Nun orientiren uns e, 2y(®) und e, EL) über die 
Lage der auf K, unmittelbar folgenden Knoten 
RK; 19, Tesp. K, N ER I, I: gehört zu dem 
Parameter 


BF + w—2@R+2p) 


ER korrespondirt dem Wert 


Ex 28 t ar te n+2p—1) 


Sowohl die Knoten Rn (p=1,2,3,....), als auch die Knoten 


K, op rücken mit unendlich wachsendem p in den 
Knoten K, hinein, sie besitzen X, als Häufungsstelle und 
für die diesen Knoten entsprechenden Parametern gelten 
bezüglich die Gleichungen 

Dieb -- Limt —t 


p=n 2=R 


Hat K, die Ordinate 


Pt)=a,, so sind die Ordinaten von X U. 


n+2p? 
K42p_, bez. Mt) —=a,+e,,, 0,0% Tesp. 

DE te 
Der Richtungskoeffizient der Sekante (K, K,,,,) hat den 


Dr)—- Dt, n-2p — n-+2 DY 
Wert a en () = €, Le, (33.) 


(34.) eg 


ed 
en ist der ’Richtungskoeffizient der \ 


(RN 


DEAN. n er 


Ist z. B. die Sekante IR. 5, Jar p=1 horizon 


n+2p 
d. h. e,,.()=0, so bleibt sie beständig horizontal, für 
jeden Wert p>1, da s ()=e, pe Pl. _ Dagegen 


ist in diesem Falle die Sekante (X, K, a 5 für ‚keinen 
Wert p p=1,2,...) horizontal, sondern sie besitzt die 
Richtung der Diagonale, welche von K, ausin dem nach 
rechtssich anschliessenden Rechteck Z, ds ‚gezogen wer den 
kann und zwar ist der Richie kocizur der ‚Sekante 


Rn 


4+-o”+?p-1 resp. — tr, je nachdem die a ‚%, eine 

v1 Ä a 
gerade, resp. ungerade Zahl ist. Mit wachsendem » nähert 
sich der Richtungskoeffizient dem Werte — resp. — 
d. h. die Sekante (X, K,,.,_,) Kommt der durch K, gehe 
den vertikalen Geraden beliebig nahe. — Analog wä 


die Ueberlegungen für die Fälle & da oder e On 


handen sein, so müssten beide Quotienten [( 94 
mit unendlich wachsendem p demselben Grenzwert zı 
streben, was offenbar nicht der Fall ist und folglich hat 
Funktion 2—=£(t) für kein Argumentt=0,a, a,.. Ay > 


einen Differentialquotienten. ee 


Ist { kein Parameter von der Pen 0, a, as, m 
beachten wir, dass der ihm entsprechende Prnkt Pa 
als Häufungsstelle von vorhergehenden, a auch 


wir. mi 2.%,.K,.,, die "unmittelbar vor 
RK; RK, ’Ky,.... Sind nund, und t, zwei P 
die der Bedingung genügen ee 


5 FAN 


Dlt\— Di 
SL, Pemen so zeigt eine Formel von Thomae (du 


Bois Reymond) in den Math. Annalen Bd. 16. 
s(t,, yes Ve Ar Sl to), 


dass, wenn P(t) einen Differentialquotienten ®’(t) besitzt, 
derselbe der notwendig existirende Grenzwert von s(f,, /,) 
sein müsste, für i,=t, t,=f. Die Sekanten 

RK, RK,K,),.... ’K,K',... gehen, vorausgesetzt, dass 
eine bestimmte Tangente im Punkte P’ existirt, schliess- 
lich in diese Tangente über. (Die Parameter von ’K, 
und X’, unterscheiden sich mit wachsendem n um beliebig 
wenig von £) Aber wir könnten statt der Punkte 
rk 0. szauch. die zweiten. K 7 in,2-, (die 
arikten: KR, u. 8. w.,..derr auf Pr folgenden 
Knoten als Punkte der Sekanten benutzen; sie alle rücken 
mit unendlich wachsendem n beliebig nahe an P’ heran. 
Demnach wird es stets möglich sein, durch passende Wahl 
der Sekantenpunkte zu verschiedenen Grenzwerten der 
Richtungskoeffizienten der Sekanten zu gelangen; mit 
andern Worten die Funktion x=@(t) hat auch für Para- 


meter dieser zweiten Art keinen Differentialquotienten. 
ee ehe 


Zum Schlusse erfülle ich die angenehme Pflicht, 
meinem hochverehrten Lehrer, Hrn. Prof. Dr. A. Hurwitz, 
für die Anregung und die vielfache Unterstützung, die er 
mir bei der Ausführung dieser Arbeit hat zu teil werden 
lassen, meinen innigsten Dank auszusprechen. 


Winterthur, im Februar 1905. 


Adolf Hess. 
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Sig. 18. Kırue X, (w=2). 
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Sig. 19. Kune X, (= 2). 
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In’ dez Jüchtung dei positivent- Achse zwifachunguessert. 
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